CS 02 1°° Spé maths  Jeudi 13 Février 2024 Thiaude P.
Durée 50 minutes Calculatrice en mode Examen

Exercice 1 [15 points]

Une étude sur le nombre de clients d’une entreprise montre que :

e d’une année sur 'autre le nombre de client baisse de 20%,

e grace a une campagne de publicité, le 31 décembre de chaque année I'entreprise gagne
25 000 nouveaux clients.

Au 1% janvier 2020 I'entreprise posséde 200 000 clients.
On note (u,,) la suite qui modélise le nombre de milliers de clients au 1* Janvier de I’'année

(2020+n) ; ainsi uy =200.
1. Justifier que, pour tout entier natureln, ona: u,,; = 0,8u, + 25.
2. Déterminer u; et u, : (u,) est-elle arithmétique, gé¢ométrique, ni l'un ni l'autre ?

3. Le programme Python suivant demande a l'utilisateur d’entrer un entier naturel n puis
affiche la valeur de u,, :
01 U=200
02 n=int(input("n="))
03 for k 1in range(0,
04 u= ..
05 print(U)
Ecrire sur la copie, en les complétant, les ligne 03 et 04.
4. On considéere la suite (v,,) définie pour tout entier naturel n, par : v, = u,, —125.
a. Déterminer v,.

b. Montrer que la suite (v,) est gé¢ométrique et préciser sa raison.
c. Exprimer v, puis u,, en fonction de n.

5. Déterminer le sens de variation de la suite (u,,) : que peut-on en déduire pour le
nombre de clients de cette entreprise ?

6. L'entreprise réalise des bénéfices si, et seulement si, elle possede au moins 120 000
clients : va-t-elle toujours réaliser des bénéfices.

Exercice 2 [5 points]

On pose u, = 7 et, pour tout entier natureln:u,,; = u, +4n + 5.

Pour tout n € N, on pose : v, = u,, — 2n?.

1. Démontrer que (v,,) est arithmétique, préciser son premier terme et sa raison.

2. Exprimer v, puis u, en fonction de n.

3. Déterminer un entier naturel n, au choix, pour lequel u,, > 2 x 10390,

BONUS** [2 points]
Pour tout n € N*on note S,, = u; + -+ + u,, la somme des termes de u; a u,, avec:
1 1

R R —
n(n+1) 27
Montrer que pour toutn € N*,ona: S, < 2.

Un
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Corrigé

Exercice 1

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP

DEUXIEME CONDITION SI NECESSAIRE APP SUR + POUR aTb1
Graphl Graph2 Graph3 1. u v
TYPE: SUITE(n) SUITE(+2) -
nMin=0 g 173 48
. 1634 | 384

Bu(n+1)B80.8u(n)+25S Y 15572 | 30.72
u(0)B200 5 149.58 | 24.576
u(1)= 6 144.66 | 19.661
- ? 140.73 | 15.729

Bv(n+1)Bu(n+1)-125 8 13758 | 12,583
vip)g 9 135.07 | 10.066
v(l)= _10 133.05 | 8.0531

B win+l)= n=0

— d’'une année sur l'autre le nombre de client baisse de 20%

— le 31 décembre de chaque année |'entreprise gagne 25 000 nouveaux clients

Au 1% janvier 2020 : 200 000 clients

(u,,) modélise le nombre de milliers de clients au 1* Janvier de 'année (2020+n), u, =200

1.

Justifier que, pour tout entier naturel n,ona: u,,; = 0,8u, + 25.
On se place au début de I'année 2000+n : il y a u,, milliers de clients.

20
e lors de cette année, I'entreprise perd 20% de ses clients, soit E u, = 0,2u,, milliers de clients,

donc il restera u,, — 0,2u,, = 0,8u,, milliers de clients.

e |e 31 décembre 25 000 nouveaux clients arrivent soit 25 milliers de clients donc I'entreprise aura
0,8u,, + 25 milliers de clients au 1* janvier 2000+n.

Or, au 1% janvier 2000+n + 1 le nombre de clients en milliers est u,,, donc: u,,, = 0,8u,, + 25.
Conclusion : pour toutn € N,u,,,; = 0, 8u,, + 25.

Déterminer u, et u, : (u,) est-elle arithmétique, géométrique, ni I'un ni 'autre ?
u; = 0,8uy+25=0,8%x200+ 25 =160+ 25=185

u, =0,8u; +25=0,8x185+25 =148+ 25=173

Résumons : u; = 185 etu, = 173.

Ona:u; —uy=200—-185=15etu, —u; =185—-173 = 12.

On constate que u, — u; # u; — U, donc la suite (u,,) n’est pas arithmétique.
u, 185 37 u, 173

Ona: — =— et —=——
u, 200 40 u,; 185
u u
On constate que : u_l * u_2 donc la suite (u,) n'est pas géométrique.
0 1

Conclusion : la suite (u,) n’est ni arithmétique, ni géométrique.

Le programme Python suivant demande a l'utilisateur d’entrer un entier naturel n puis affiche la
valeurde u,, :

03 for k 1in range(O,n):

04 U=0.8*U+25

4. vne N,v, =u, —125

a.

Déterminer v,.
Pour n = 0 on obtient : vy = uy — 125 =200 — 125 = 75; vy = 75.
Montrer que la suite (v,,) est géométrique et préciser sa raison.

Soitn € N,ona:
100)

Vpy1 = Upyq — 125 =0,8u, + 25 —-125=0,8u, —100= 0,8 (un 08
=0,8(u,, —125) =0,8 X v,

Pour toutn € N, v, ,.; = 0,8 X v, et 0,8 est une constante donc la suite (v,,) est géométrique de
raison 0,8.
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Autre rédaction (tolérée en premiére uniquement) :
Soitn € N,ona:

100
vn+l__un+1—-125__(L8un+-25-—125__(Lsun-loo__(l8(un"if§)
v,  u,—125 u,—125 - ou,—125 u,—125

0,8(u, — 125
_08(ua )=(L8
u, — 125

V.
Pour toutn € N, z—ﬂ = 0,8 et 0,8 est une constante donc (v;,) est géométrique de raison 0,8.
n
c. v, puis u, en fonctionde n
Soit n € N. On sait que (v,,) est géométrique donc : v,, = vy X q" (cours), orvy = 75etq = 0,8
donc: v, =75 x0,8". 0Or, v, = u, —125donc 75 X 0,8" = u,, — 125, autrement dit :
u, =75x0,8" + 125.

Conclusion : pour toutn € N,u,, = 75 X 0,8" + 125.

5. Déterminer le sens de variation de (u,,) et conséquence pour le nombre de clients.
Soitn € N,ona:
Upp1 — Up = 75 % 0,81 + 125 — (75 % 0,8" + 125) =75%x 0,8" x 0,8 — 75 x 0,8" x 1
=75x%x0,8"%x(08—-1)=-0,2x75%0,8"=-15x0,8"
Pour toutn € N,u,,; —u, = —15x0,8™.
Or, —15 < 0 et pour toutn € N,0,8" > 0donc: —15 x 0,8" < 0, autrement dit : u,;; — u, <0.
Pour toutn € N, u,,,; — u,, < 0 donc (u,) est (strictement) décroissante.
Conséquence : le nombre de clients va toujours diminuer d’une année sur l'autre.

6. L’entreprise réalise des bénéfices si, et seulement si, elle posséde au moins 120 000 clients : va-t-elle
toujours réaliser des bénéfices.
Soitn € N,ona:0,8" > 0et75 > 0donc75 % 0,8" > 0 puis en ajoutant 125 a chaque membre :
75 % 0,8" + 125 > 125, c'est-a-dire : u,, > 125.
Pour tout n € N, u,, > 125 donc le nombre de clients ne descendra jamais en dessous de 125 000
et comme 125 000 > 120 000 on en déduit que I'entreprise réalisera toujours des bénéfices.

Exercice 2
uy=7etvneNu,,; =u, +4n+5,v, = u, — 2n’

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP
DEUXIEME CONDITION SI NECESSAIRE APP SUR + POUR &Tb1
Grophl Graph2 Groph3 !
TYPE: SUITE(») SUITE(n+2) Iz ;0
nMin=0 2 21 13
1u(n+1)Bu(n)+4n+5 2 o
u(B)g7 5 72 22
= 6 97 25
u(1)=m . ? 126 28
B-v(n+1)Bu(n+l)-2(n+l1) 8 159 31
(2)8 9 196 3y
v 10 237 37
v(l)=
n=0

1. Démontrer que (v,,) est arithmétique, préciser son premier terme et sa raison.
Vo =uy—2(0)2=7-0=7
Soitn € N,ona
Un+1 = Un
= Uy — 2(n+1)? — (u,, — 2n?)
=u, +4n+5-2n?+2n+1) —u, + 2n*
U, +4n+5—2n% —4n — 2 —u, + 2n?
=3
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Pour toutn € N, v,,,; — v, = 3 et 3 est une constante donc (v,,) est arithmétique de raison 3.

Conclusion
La suite (v,,) est arithmétique de raison 3 et de premier terme v, = 7.

2. Exprimer v, en fonction de n.
Soitn € N,ona: v, =v,+ nr (cours),orvy=7etr =3doncv, =7+ 3n.
Conclusion: vn € N,v,, =3n+ 7.

3. En déduire u, en fonction de n.
Soitn € N.
Ona: v, = u, — 2n? oronamontré enb. que v, = 3n+ 7, donc 3n + 7 = u,, — 2n?, autrement
dit:3n+ 7+ 2n® = u,,.
Conclusion: vVn € N,u,, = 2n* + 3n+ 7.

Vérification
Pourn = 2, laformule donne:u, = 2(2)2+3(2)+7=2%x4+6+7=8+6+7=21 V

4. Déterminer un entier naturel n, au choix, pour lequel : u,, > 2 x 103°0,
Méthode 1
Ona, pourtoutp €N, u, =2p*+3p+7=p+2p°+2p+7>p.
Sip>2x103%0alors u, >p > 2 x 103 u, > 2 x 103°° donc n = 2 x 103%° convient.

Méthode 2
Posons n = 10159, alors n? = (101%9)2 = 10150%2 = 1039 donc 2n? > 2 x 10399,
or,u, = 2n*+3n+ 7 > 2n*doncu, > 2 x 1039,

0150

Conclusion:n =1 convient.

D’autres méthodes sont possibles.

BONUS

Pour tout n € N*on note §,, = u; + --- + u,, la somme des termes de u, a u,, avec:
1 1

Uy =~ t
" nn+1) 2n

Montrer que pour toutn € N*: §,, < 2.

Soitn € N*,ona:

1 n+1l—-n n+1 n 1 1
n(n+1)=n(n+1)=n(n+1)_n(n+1)=;_m
et:
1 1\"
7= (3)
Ona:
n
1 1 1 1 ' 1—(%)
Sn=t ity by =gt Tt T T (z)x 1
1 1\" 1 1\" ’
=1_n+1+1_(§) =2_n+1_(§) <2

Conclusion: Vn € N*, §,, < 2.

utilisation commerciale interdite - copie autorisée avec indication OBLIGATOIRE de la source : mathsenclair.com Thiaude P.



